
單元 10：複數 
特定目標： 

1.   發展複數的概念。 
2.   理解複數的標準式及極形式。 
3.   理解複數的幾何意義。 
4.   理解及運用棣美弗定理。 
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10.1 複數的標準式 
 

 
 
 
 
10.2 複數的加、減、乘及除法運算 

1 
   
 
 

 
 

2 
   

 由考慮 2 1 0x + = 的根，教師可引進單位虛數 1i = − ，並可使用例子，如
2 1 0x x+ + = 介紹虛數的標準式 a bi+ 。實部與虛部應清楚顯示。 

    學生應知道 
    0a bi+ =       當且僅當 0a b= =  
    透過此定義，教師不難指出兩複數的等式 
    a bi c di+ = +    當且僅當 a c= 及 b d= 。 
 此處 強 調 運 算 技 巧 及 在 乘 法 運 算 時 ， 學 生 應 留 意 恆 等 式

2( )( )a bi a bi a b2+ − = + 及 2 1i = − 。教師亦應提及複數 為共軛複數，且互為

共軛。 
a bi±

    共軛複數的性質(即 2( )( )a bi a bi a b2+ − = + )可應用於複數的除數，例如，將
a bi
c di
+
+
的分子及分母乘以 c di+ 的共軛複數，即 ，可得到c di−

a bi
c di
+
+
的標準式。

    在此階段，教師可引人符號 z代表一複數 x + yi及 z 代表其共軛複數，即
z x yi= − 。教師可介紹以下性質： 

(1)  若 z1及 z2為兩複數，則 

    (i)  1 2 1 2z z z z± = ±  
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    (ii)  1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅  

    (iii)  1

2 2

z z
z z

 
=  

 

1 其中 2 0z ≠  

(2) 若 z = p + qi為方程 2 0ax bx c+ + = 的根，則 z p qi= − 亦為該方程的根，
其中 a，b及 c為實數。 

(3) 若 ( )f x 為一實系數的多項式及 z = p＋qi為方程 的根，則( ) 0f x =
z p qi= − 亦為方程的根。 
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10.3 複數的極形式 2    教師可引導學生在阿根圖上表示一複數。圖中的實軸與虛軸必須註明。

 
     學生應懂得將複數 z的標準式 x + yi及極式 互化。 (cos sin )r iθ + θ
有關公式如下： 
  (cos sin )z x yi r i= + = θ + θ  
  cosx r= θ， siny r= θ  

  或 2 2r x y= + ， 1tan y
x

−  θ =  
 

和 θ 的值決於 x及 y的符號。 

    在阿根圖上，若點 P表示複數 z，學生應留意 r稱為 z的模數，r可記為 |z| 及
是一非負數。θ稱為 z的輻角及記為 arg z。 
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 教師應清楚指出  　通常不是唯一的，即 1tan 2y n
x

−  θ = + π 
 

 (n = 0，±1，

±2，…)。為避免混淆，其主值(即值域在 −π < θ ≤ π間) 經常被用作去解有關難題。
    符號 cis r θ為 (cos sin )r iθ + θ 的短式，並可介紹給能力較高的學生。 
    教師可舉出下列例子或給予學生作為練習之用： 
例一 

若 z = 2 − 2i，則 2 2z = 及 arg z的主值為
4
π

− 。                           

教師可指出在阿根圖上簡略註出一點的位置可避免在寫模數及輻角時的錯誤。 
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  例二 

試證明 z z= ， arg argz z= − 及
2zz z= 。 

用複數及其共軛數去表示模數是很有用處的。教師可強調模數的平方相等於在阿

根圖上該複數坐標的平方和而不是 2 2( )x iy+ 。 

例三 
若複數 1 1z x vy= + 1及 2 2z x vy= + 2 在阿根圖上分別以點 P1及 P2表示，則 P1及 P2

的中點表示 1 2
2

z z+
。若 P3表示 1z z2+ ，則 OP1P2P3為一平行四邊形。 

學生應注意向量的加數原理亦可應用於複數。他們可將每一複數與由阿根圖上的

原點連至代表該複數的點的向量聯繫。複數的加法和減法在幾何上可以向量加法

和減法代表。 
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10.4 複數在極形式的乘法及除法 2     教師可讓學生發現兩複數 1 1 1 1(cos sin )z r i= θ + θ

1 2)θ + θ

及 的

積可以

2 2 2 2(cos sin )z r i= θ + θ

1 2 1 2cos( ) sin(r r iθ + θ +   表示，剛好是模數為 r1r2及幅角為θ1 + θ2

的複數的標準式。教師可將結果撮要為： 
    1 2 1 2z z z z= 及 。 1 2 1 2arg( ) arg argz z z z= +

    學生應能應用此結果至多個極形式複數上，及應看出當一已知複數與
(cos sin )r iθ + θ 相乘時，其模數被 r 相乘，而其幅角則與 θ 相加。在幾何上，

z = z1z2可在阿根圖上說明。其中 O為原點，A代表 1及三角形 OAPl與 OP2P相
似。 
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特別地，以 i乘一複數，結果是將其阿根圖的代表向量逆時針旋轉一直角，但長
度保持不變。 
將 z1除以 z2可由 z1 = z2z或 r i1 1(cos sin )1θ + θ  

 2 2 2(cos sin ) (cos sin )r i r i= θ + θ θ + θ  

 2 2 2cos( ) sin( )r r i= θ + θ + θ + θ   得出 

不難看出 1

2

rz r
r

= = 及 1arg z 2= θ = θ − θ 即 11

2 2

zz
z z

= 及 1
1 2

2
arg arg argz z z

z
= − 。

例 
設在阿根圖上點 O、A、Z1、Z2、Z3分別代表複數 0、1、z1、z2、z3及三角形 OZ2Z3

與 OZ1A相似。試證 2
3

1

zz
z

= 。 

101 10.5 簡單軌跡與複數 4 學生應認識一些簡單軌跡。例如： 
(1)  1z z 3+ = − 為連接點 z = −1及 z = 3的線段的垂直平分線。事實上，教師

可提醒學生，將 z = x + iy代入方程後所得到的 x與 y的關係，就 
    是該軌跡的方程。 

    即     2 21 ( 3)x iy x y+ + = − +  

         2 2 2 2( 1) ( 3)x y x y+ + = − +  
               2 1 6 9x x+ = − +  
                  1x =  
    學生應看出 1z z 3+ = − 可演繹為由 −1到 z 與由 3到 z的距離相等。 

(2)  1 4z z− = 是一中心為 z1 及半徑 4單位的圓。 

(3)  2 2z z 6− + + = 是一焦點在點 2及−2的橢圓。 
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(4)  5 5  z i z i 6− − + = 是一焦點在點 5i及−5I的雙曲線。 

(5)  arg z = π是負實線軸。 

(6)  1arg( )
3

z z π
− = 是一由點 z1開始及沿方向

3
π
的射線。 

            

    教師應指出向量 Z − Z1與實線軸成夾角
3
π
，及 Z不能在通過 Z1的線的另外

一個方向上，否則向量 z − z1的方向將變為
2
3
π

− 。 

 

(7)  1

2
arg

2
z z
z z

 − π
=  − 
可寫成 1 2arg( ) arg( )

2
z z z z π
− − − = 。 
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設 1 1arg( )z z− = θ 及 2 2arg( )z z− = θ ， 1 2θ − θ =通過 z1及通過 z2的兩線段的夾角。

∴z在以該線段(z1及 z2為兩端點)為直徑之半圓上。 
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10.6 棣美弗定理 3     教師應引導學生證明 (cos sin ) cos sinni n i nθ + θ = θ+ θ其中 n為正整數。可以
應用數學歸納法證明。 
例一 

對 3cos3 sin3 (cos sin )i iθ + θ = θ+ θ ，將右面的式子利用二項式定理展開，學生可
由等式兩邊的實部與虛部相等得 

    3cos3 4cos 3cosθ = θ − θ  

及  3sin3 3sin 4sinθ = θ− θ  
例二 

若 cos sinz i= θ + θ，求證
1 2 sinn
nz i

z
n− = θ從而以倍角表 。 5sin θ

透過考慮
5

5 1(2 sin )i z
z

 θ = −
 

 ，學生應能得到         

    5 5 5 3
5 3

1 12 sin 5 10i z z z
zz z

     θ = − − − + −    
    

1
  

或  5 1sin (sin5 5sin3 10sin )
16

θ = θ − θ + θ 。 

學生應認識到恆等式 

    1 2cosn
nz n

z
+ = θ  

及  1 2 sinn
nz i

z
n− = θ  

對解類似的問題非常有用。 
    棣美弗定理可推廣到 n為負數及 n為有理數的一般情形。 
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當 n為負整數時，則 m = −n為一正整數，及 

      (cos sin )niθ + θ (cos sin ) mi −= θ + θ  

    1 1
cos sin(cos sin )m m i mi

= =
θ + θθ + θ

  

    cos sin cos( ) sin( )
1

m i m m i mθ − θ
= = − θ + − θ  

    cos sinn i n= θ+ θ  
證明棣美弗定理成立。 

當 n為一分數時，它可寫成為 p
q

si

其中 p及 q為整數及 q為正數。這裡要取消 q

次方根。教師應強調對於 cos inθ + θ有 q個不同值，而 cos sinp pi
q q
θ + θ       

是其中一個 (cos sin )

p
q

iθ + θ 的值。 

推而廣之， (cos sin )

p
q

iθ + θ 應為
2 2cos sinp k pi

q q q q
   kπ π

θ + + θ +  
   

其中 k = 0，

1，2， … ，q − 1。 

 

10.7 1 的 n 次方根 3 1的立方根是一有趣例子： 

    3 1 cos2 sin 2z k i k= = π + π其中 k = 0，1，2 

    z = 1或 2 2sin
3 3

icos π π
+ 或

4 4sin
3 3

icos π π
+  

      = 1或 1 3
2 2

i− + 或
1 3
2 2

i− −  

若 1，ω，ω2為 1的立方根，它們的性質有： 

    (1)  3 1ω =  

    (2)  1 02+ω+ω =  

    (3)  2 2 4( )ω = ω = ω，即每一複數根為另一根的平方。 
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      (4)  1 3 6= ω = ω = ， 4 7ω = ω = ω = 及  2 5 8ω = ω = ω =
    1的立方根可以阿根圖表示出來。 

 

    相似地，1的 n次方根是 2cos sink i
n n

2kπ π
+ 其中 k = 0，1，2，⋯，n − 1 

以下數點可作討論： 
(1)  給予 k多一些數值不表示得到多一些根，因為當 k = n時即輻角為 2π，其根
與 k = 0時相同，當 k = n＋1時，又與 k = 1時重疊，餘此類推。 

(2)  所有根的模數全為 1，它們在阿根圖上平均環繞一單位圓，它們的相鄰輻角

互相相差
2
n
π
。 

(3)  於實軸對稱，所以複數根是共軛的。 
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(4)  若 n為偶數，則 k的其中一個值是
2
n
。其時輻角是π，及其對應實根是 z = −1。

在此情況， 2 1 ( 1)( 1)z z z− = − + 為 1nz − 的二次因式。 
(5)  若 n為奇數，則 z = 1是唯一的實根，而 z − 1是唯一的實數因式。 
(6)  任一正實數 a可寫成 (cos2 sin 2 )a k i kπ + π 而它的 n次平方根相對是

2cos sin
n ka

n
2ki

n
π π 


 

+ ，k = 0，1，2，⋯，n − 1，其中
n
a 為 a的 n次 

    正根。 
例 

32的 5次根是 2， 2 22 cos sin
5 5

iπ π ± 
 

及
4 42 cos sin
5 5

iπ π ± 
 

。 

    學生應能運用棣美弗定理找出一複數的 n次方根，例如，若
(cos sin )z r i= θ+ θ ，則 

    
1 1

2 2cos sinn n k kz r i
n n

θ + π θ + π = + 
 

 

    其中 k = 0，1，2，⋯，n − 1。 

  17  
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