
单元 10：复数 
特定目标： 

1.   发展复数的概念。 
2.   理解复数的标准式及极形式。 
3.   理解复数的几何意义。 
4.   理解及运用棣美弗定理。 
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10.1 复数的标准式 
 

 
 
 
 
10.2 复数的加、减、乘及除法运算 

1 
   
 
 

 
 

2 
   

 由考虑 2 1 0x + = 的根，教师可引进单位虚数 1i = − ，并可使用例子，如
2 1 0x x+ + = 介绍虚数的标准式 a bi+ 。实部与虚部应清楚显示。 

    学生应知道 
    0a bi+ =       当且仅当 0a b= =  
    透过此定义，教师不难指出两复数的等式 
    a bi c di+ = +    当且仅当 a c= 及 b d= 。 
 此 处 强 调 运 算 技 巧 及 在 乘 法 运 算 时 ， 学 生 应 留 意 恒 等 式

2( )( )a bi a bi a b2+ − = + 及 2 1i = − 。教师亦应提及复数 为共轭复数，且互为

共轭。 
a bi±

    共轭复数的性质(即 2( )( )a bi a bi a b2+ − = + )可应用于复数的除数，例如，将
a bi
c di
+
+
的分子及分母乘以 c di+ 的共轭复数，即 ，可得到c di−

a bi
c di
+
+
的标准式。

    在此阶段，教师可引人符号 z代表一复数 x + yi及 z 代表其共轭复数，即
z x yi= − 。教师可介绍以下性质： 

(1)  若 z1及 z2为两复数，则 

    (i)  1 2 1 2z z z z± = ±  
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    (ii)  1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅  

    (iii)  1

2 2

z z
z z

 
=  

 

1 其中 2 0z ≠  

(2) 若 z = p + qi为方程 2 0ax bx c+ + = 的根，则 z p qi= − 亦为该方程的根，
其中 a，b及 c为实数。 

(3) 若 ( )f x 为一实系数的多项式及 z = p＋qi为方程 的根，则( ) 0f x =
z p qi= − 亦为方程的根。 
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10.3 复数的极形式 2    教师可引导学生在阿根图上表示一复数。图中的实轴与虚轴必须注明。

 
     学生应懂得将复数 z的标准式 x + yi及极式 互化。 (cos sin )r iθ + θ
有关公式如下： 
  (cos sin )z x yi r i= + = θ + θ  
  cosx r= θ， siny r= θ  

  或 2 2r x y= + ， 1tan y
x

−  θ =  
 
　　和 θ 的值决于 x及 y的符号。 

    在阿根图上，若点 P表示复数 z，学生应留意 r称为 z的模数，r可记为 |z| 及
是一非负数。　θ称为 z的辐角及记为 arg z。 
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 教师应清楚指出　　　通常不是唯一的，即 1tan 2y n
x

−  θ = + π 
 

 (n = 0，

±1，±2，…)。为避免混淆，其主值(即值域在 −π < θ ≤ π间) 经常被用作去解有关
难题。 
    符号 cis r θ为 (cos sin )r iθ + θ 的短式，并可介绍给能力较高的学生。 
    教师可举出下列例子或给予学生作为练习之用： 
例一 

若 z = 2 − 2i，则 2 2z = 及 arg z的主值为
4
π

− 。                           

教师可指出在阿根图上简略注出一点的位置可避免在写模数及辐角时的错误。 
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  例二 

试证明 z z= ， arg argz z= − 及
2zz z= 。 

用复数及其共轭数去表示模数是很有用处的。教师可强调模数的平方相等于在阿

根图上该复数坐标的平方和而不是 2 2( )x iy+ 。 

例三 
若复数 1 1z x vy= + 1及 2 2z x vy= + 2 在阿根图上分别以点 P1及 P2表示，则 P1及 P2

的中点表示 1 2
2

z z+
。若 P3表示 1z z2+ ，则 OP1P2P3为一平行四边形。 

学生应注意向量的加数原理亦可应用于复数。他们可将每一复数与由阿根图上的

原点连至代表该复数的点的向量联系。复数的加法和减法在几何上可以向量加法

和减法代表。 



 

10.4复数在极形式的乘法及除法 2     教师可让学生发现两复数 1 1 1 1(cos sin )z r i= θ + θ

1 2)θ + θ

及 的

积可以

2 2 2 2(cos sin )z r i= θ + θ

1 2 1 2cos( ) sin(r r iθ + θ +   表示，刚好是模数为 r1r2及幅角为θ1 + θ2

的复数的标准式。教师可将结果撮要为： 
    1 2 1 2z z z z= 及 。 1 2 1 2arg( ) arg argz z z z= +

    学生应能应用此结果至多个极形式复数上，及应看出当一已知复数与
(cos sin )r iθ + θ 相乘时，其模数被 r 相乘，而其幅角则与 θ 相加。在几何上，

z = z1z2可在阿根图上说明。其中 O为原点，A代表 1及三角形 OAPl与 OP2P相
似。 
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特别地，以 i乘一复数，结果是将其阿根图的代表向量逆时针旋转一直角，但长
度保持不变。 
将 z1除以 z2可由 z1 = z2z或 r i1 1(cos sin )1θ + θ  

 2 2 2(cos sin ) (cos sin )r i r i= θ + θ θ + θ  

 2 2 2cos( ) sin( )r r i= θ + θ + θ + θ   得出 

不难看出 1

2

rz r
r

= = 及 1arg z 2= θ = θ − θ 即 11

2 2

zz
z z

= 及 1
1 2

2
arg arg argz z z

z
= − 。

例 
设在阿根图上点 O、A、Z1、Z2、Z3分别代表复数 0、1、z1、z2、z3及三角形 OZ2Z3

与 OZ1A相似。试证 2
3

1

zz
z

= 。 

101 10.5简单轨迹与复数 4 学生应认识一些简单轨迹。例如： 
(1)  1z z 3+ = − 为连接点 z = −1及 z = 3的线段的垂直平分线。事实上，教师

可提醒学生，将 z = x + iy代入方程后所得到的 x与 y的关系，就 
    是该轨迹的方程。 

    即     2 21 ( 3)x iy x y+ + = − +  

         2 2 2 2( 1) ( 3)x y x y+ + = − +  
               2 1 6 9x x+ = − +  
                  1x =  
    学生应看出 1z z 3+ = − 可演绎为由 −1到 z 与由 3到 z的距离相等。 

(2)  1 4z z− = 是一中心为 z1 及半径 4单位的圆。 

(3)  2 2z z 6− + + = 是一焦点在点 2及−2的椭圆。 
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(4)  5 5  z i z i 6− − + = 是一焦点在点 5i及−5I的双曲线。 

(5)  arg z = π是负实线轴。 

(6)  1arg( )
3

z z π
− = 是一由点 z1开始及沿方向

3
π
的射线。 

            

    教师应指出向量 Z − Z1与实线轴成夹角
3
π
，及 Z不能在通过 Z1的线的另外

一个方向上，否则向量 z − z1的方向将变为
2
3
π

− 。 

 

(7)  1

2
arg

2
z z
z z

 − π
=  − 
可写成 1 2arg( ) arg( )

2
z z z z π
− − − = 。 
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设 1 1arg( )z z− = θ 及 2 2arg( )z z− = θ ， 1 2θ − θ =通过 z1及通过 z2的两线段的夹角。

∴z在以该线段(z1及 z2为两端点)为直径之半圆上。 
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10.6棣美弗定理 3     教师应引导学生证明 (cos sin ) cos sinni n i nθ + θ = θ + θ其中 n为正整数。可以
应用数学归纳法证明。 
例一 

对 3cos3 sin3 (cos sin )i iθ + θ = θ + θ ，将右面的式子利用二项式定理展开，学生可
由等式两边的实部与虚部相等得 

    3cos3 4cos 3cosθ = θ − θ  

及  3sin3 3sin 4sinθ = θ − θ  
例二 

若 cos sinz i= θ+ θ，求证
1 2 sinn
nz i

z
n− = θ从而以倍角表 。 5sin θ

透过考虑
5

5 1(2 sin )i z
z

 θ = −
 

 ，学生应能得到         

    5 5 5 3
5 3

1 12 sin 5 10i z z z
zz z

    θ = − − − + −     
    

1   

或  5 1sin (sin5 5sin3 10sin )
16

θ = θ − θ + θ 。 

学生应认识到恒等式 

    1 2cosn
nz n

z
+ = θ  

及  1 2 sinn
nz i

z
n− = θ  

对解类似的问题非常有用。 
    棣美弗定理可推广到 n为负数及 n为有理数的一般情形。 
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当 n为负整数时，则 m = −n为一正整数，及 

      (cos sin )niθ + θ (cos sin ) mi −= θ + θ  

    1 1
cos sin(cos sin )m m i mi

= =
θ + θθ + θ

  

    cos sin cos( ) sin( )
1

m i m m i mθ − θ
= = − θ + − θ  

    cos sinn i n= θ+ θ  
证明棣美弗定理成立。 

当 n为一分数时，它可写成为 p
q

si

其中 p及 q为整数及 q为正数。这里要取消 q

次方根。教师应强调对于 cos inθ + θ有 q个不同值，而 cos sinp pi
q q
θ + θ       

是其中一个 (cos sin )

p
q

iθ + θ 的值。 

推而广之，(cos sin )

p
q

iθ + θ 应为
2 2cos sinp k pi

q q q q
   kπ π

θ + + θ +  
   

其中 k = 0，1，

2， … ，q − 1。 

 

10.7 1的 n次方根 3 1的立方根是一有趣例子： 

    3 1 cos2 sin 2z k i k= = π + π其中 k = 0，1，2 

    z = 1或 2 2sin
3 3

icos π π
+ 或

4 4sin
3 3

icos π π
+  

      = 1或 1 3
2 2

i− + 或
1 3
2 2

i− −  

若 1，ω，ω2为 1的立方根，它们的性质有： 

    (1)  3 1ω =  

    (2)  1 02+ω+ω =  

    (3)  2 2 4( )ω = ω = ω，即每一复数根为另一根的平方。 
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      (4)  1 3 6= ω = ω = ， 4 7ω = ω = ω = 及  2 5 8ω = ω = ω =
    1的立方根可以阿根图表示出来。 

 

    相似地，1的 n次方根是 2cos sink i
n n

2kπ π
+ 其中 k = 0，1，2，⋯，n − 1 

以下数点可作讨论： 
(1)  给予 k多一些数值不表示得到多一些根，因为当 k = n时即辐角为 2π，其根
与 k = 0时相同，当 k = n＋1时，又与 k = 1时重迭，余此类推。 

(2)  所有根的模数全为 1，它们在阿根图上平均环绕一单位圆，它们的相邻辐角

互相相差
2
n
π
。 

(3)  于实轴对称，所以复数根是共轭的。 
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(4)  若 n为偶数，则 k的其中一个值是
2
n
。其时辐角是π，及其对应实根是 z = −1。

在此情况， 2 1 ( 1)( 1)z z z− = − + 为 1nz − 的二次因式。 
(5)  若 n为奇数，则 z = 1是唯一的实根，而 z − 1是唯一的实数因式。 
(6)  任一正实数 a可写成 (cos2 sin 2 )a k i kπ + π 而它的 n次平方根相对是

2cos sin
n ka

n n
2kiπ π 


 

+ ，k = 0，1，2，⋯，n − 1，其中
n
a 为 a的 n次 

    正根。 
例 

32的 5次根是 2， 2 22 cos sin
5 5

iπ π ± 
 

及
4 42 cos sin
5 5

iπ π ± 
 

。 

    学生应能运用棣美弗定理找出一复数的 n次方根，例如，若
(cos sin )z r i= θ+ θ ，则 

    
1 1

2 2cos sinn n k kz r i
n n

θ + π θ + π = + 
 

 

    其中 k = 0，1，2，⋯，n − 1。 
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